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Abstract

Westudythe（Ｍ，Ｒ）－diagramofthestellarmodeldescribedbytheNewtonianequa‐

tionofhydrostaticequilibriumofself-gravitatingbarotropicgasinsphericalsymmetry，

Thisarticleprovidesamathematicａｌｌｙｒｉｇｏｒｏｕｓｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｆａｃｔｉｆｔｈeequationofstate

satisfiessuitableconditions，whicharesimilartothatofneutronstars，ｔｈｅｒａｄｉｕｓＲに）

ａｎｄｔｈｅｔｏｔａｌｍａｓｓＭに）ofthestellarmodelwithcentraldensityl／ｅｔｅｎｄｓｔｏｌｉｍｉｔｓ

Ｒｓ，Ｍｓｓｐｉｒａｌｌｙｉｎｔｈｅ（ＲＭ）－ｐｌａｎｅａｓｅ→＋０．

序

中性子星の模型にかんする数値計算の結果は、しばしば星の半径Ｒと総質量Ｍとの間のス

パイラル状の相関図で図示されることが多い（たとえば、〔５〕、Ｐ､623、Figure24､２．の

Harrison,Thorne，WakanoandWheelerによる図など)。このぱあい、力学的な基礎方程

式は、相対論によるいわゆるTolman-Oppenheimer-Volkoff方程式に基づくものであるため、

あたかもこのＭ－Ｒ図のスパイラル状の構造が相対論に由来するかのように誤解される場合

がある。しかし、本稿に示すように、ニュートン力学の基礎方程式に依っても、中`住子星の

模型の場合と類似の状態方程式を仮定すれば、それは数学的に厳密に再現できるのである。

（〔６〕参照）

本稿の目的は、そのことを示すことにある。これは、恒星の内部構造の研究としては、あ

くまでも静水力学的な平衡状態にかんするものであり、これをあるパラメーターに従って一

連のものとしてとらえることによる安定性の議論にまで立ち入ることはできなかった。本特

別研究の目的は、星の内部構造の発展の数学的理論の開発にあったのであるから、本稿の目

的はその第一歩としての基礎を与えたにすぎない。本稿で得られた模型を発展方程式の定常
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解の系としてとらえてその安定性を論じることは、今後の課題である。

特別研究費を支給して本研究を全面的に援助して下さった大阪産業大学産業研究所に感謝

する。

■L|塘烹ご
(Ｍ)器帯=Ｍ，
で記述される。いま星の各部分が同一の状態

方程式

（１，３）Ｐ＝ｐ（β）

をみたすとして、（１，２），（１，３）を解いて星の内部構造を調べることにする。

関数ｐ＝ｐ(β）にたいしては、とりあえず次の仮定をおく。

（Ａｌ）β≧Ｏにたいしてｐは連続で、β＝Ｏでｐ＝０，β＞Ｏにたいしてｐ＞Ｏで、充分

に滑らか。

（Ａ２），積分

(Ｍ）。-ﾉ:芋
は有限であり､かつp小もβ→+0のとき有限である｡このとき

（１，５）て＝ｕ－Ｌ
ｐ

を内晋ロエネルギーとよぶ。

以上の仮定のもとで、初期条件

（１，６），。＝１／ｓ（ｒ＝＋Ｏ）

をみたす（１，２）、（１，３）の解を考える。この初期値問題は、適当な枠のもとで一意解

β＝β（ｒ，Ｅ）をもち、あるｒ＝Ｒ(E)≦＋･･でβ＝Ｏとなるまで、ｒについて単調減少であ

る。一般にはＲ(E)は有限とは限らないが、Ｔ・Makino〔４〕によれば、仮定

(ん）んu鶚Ldu=+・・
をつけくわえれば、必ずＲに)＜＋･･となる。以下、この仮定をつけくわえることとし、

Ｒ(E）を考えている星の半径とよぶ。この解から
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(Ｍ）Ｍ(塵)=4〃ﾉｻﾞ蘆''(Ｍｒ，｡『
によって、量の総質量Ｍに）を算出することができる。さらに総エネルギＥ(ｅ）を

Ｅ=4瀝ﾉ:(ﾛ,+÷`,)r,ｈ
ただし

｡(r)--4瀝Gﾉ:K(ns叩(s)s，｡＆

Ｍｄ-に
で定義する。第一項が熱エネルギー、第二項が重力エネルギーを表わすことはいうまでもな

われわれは、ど→＋Ｏのときのβ（ｒ,ｅ）の挙動の研究を通じて、Ｒ（Ｅ）、Ｍ(Ｅ）、Ｅに）

の挙動をしらべる。とくに、状態方程式が高密度部分で等温方程式に近い場合を考えるため

に、次のような仮定をおく、

（ん）断熱指数γを

(Ｌ８）γ一合器
で定義するとき、γは充分大きなβにたいして正であり、β→＋･･のとき

(Ｌ，）ﾊｧｰｗｌ￥<+゜゜
をみたす極限値γ・をもつ。

この仮定のもとで、次の結論が得られる。

もし、１≦γo＜６／５ならば、半径Ｒに）、総質量Ｍ(Ｅ）、総エネルギーＥ(Ｅ）は、中心

密度１／ど→＋・・のとき、次のような漸近挙動を示す：

（１，１０）Ｒ(E）＝Ｒｓ＋Ｒ，（ｅ）ｅ似COS（しlogＥ＋８，（e)）＋Ｏ(Ｅ２似)，

Ｍ(Ｅ)-Ｍs＋Ｍ１（Ｅ北"cCｓ（しlogＥ＋８２（Ｅ））＋Ｏ(Ｅ２必)，

Ｅ(筐)=E豐一G渋(M(壜)-M.)+O(川｡酢|）
ただし

(Ｌｕ）“=上;,且-zＬ］

7-81i号÷-16Ｂｉ尖ﾆﾗ｣÷),
であり、Ｒｓ、Ｍｓ、ＥＳはいづれも有限の数であって、

（１，１２）β＝ＣｏｎｓＬｒ２－γ、（１＋ｏ（１））（ｒ→Ｏ）

のような漸近挙動を示す原点で特異な解β＝体（ｒ）が存在して、その半径、質量、エネル

ギーである。また、Ｒ，（Ｅ）、Ｍ１（ど）、８，（Ｅ）、８２（ｅ）はいずれも、充分小さなｅにたい
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してＥ＝０もこめて連続な定数で、

ＲＫ０）＞０，Ｍ,（０）＞０

である。

２．問題設定

事情のつながりをみやすくするために、以下、基礎方程式を次の形式に書く

(2ユ）帯十旱器十川u)－０
（１，２）をこの形に変換するには、（１，４)によって定義されたｕを従属変数におき、、－３，

入＝４汀Ｇ，ｆ(ｕ）＝βとおけばよい。ここでは、もっと一般に次の仮定をおく。

（Ｆｏ）２＜、，入＞０，

（Ｆ１）ｆ（ｕ）はｌｕｌ＜＋・・で連続で、ｕ＞０にたいしてはｆ（ｕ）＞Ｏで充分滑らか、

また、ｕ≦Ｏではｆ（ｕ）＝0．

初期値問題

(2Ｊ）号十ﾕｰﾑ等十八f(ｕ１－Ｏ
（２，２）ｕ（Ｏ）＝Ａ(＞０）

の解の一意性について考える。このとき、

命題Ｌｕ＝ｕ（ｒ）ｅＣ２（０，６]ｎＣ［０，６］が（２，１）の解ならば、その積分方程式

(2,3）ロ(r)=u(O)-ﾊﾉ:K(rβ)f(u(s))sm-1da

K(rβ)-丁4丁(士一声）
の解であって、Ｃ２［０，６］に属す。さらにｕ（０）＝Ａならば、ｒ→＋Ｏにおいて、次の漸近

挙動を示す。

(Ｍ）p-A-4筈上r`+入，器岩会+r`+･(r`）

器--▲半Lr+ｌｉｆｆ鵲斗)匝,+･(r,）
証明ｕ（ｒ）ＥＣＯ（０，６]ｎＬ。｡[０，６］を積分方程式(２，３）の右辺に代入したものを

五(ｒ）とする。１１(ｒ）じしんＣ2（０，６)ｎＣｌ［0,6］に属して、線型方程式

窯十年L器十八f(u(r))-0
の解であることが容易に確められる。ｕ（ｒ）もそうであるから、

｡(r)=石(r)+品十c’
となる定数Ｃｌ，Ｃ２があるはずである。しかし、ｕｅＬ｡｡[０，６］だから、Ｃｌ＝Ｏのはずで

ある。ゆえに、ｕ（ｒ）ＥＣＩ［０，６］で、ｕ（0)ｅＣ２である。すなわち、（２，３）の解である。

ｕ（ｒ）ＥＣ[０，６］より、五（ｒ）＝ｕ（ｒ）ｅＣ２[0,6］が従う。また、漸近挙動（２，４）は、

次のようにして計算できる。
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まず、

u(r)-A=-ﾊﾉ;K(ｒＭ(u(s))Sm｡。

＝O(ﾉ:K化s)sWIs)=O(Ⅶ

u(r)-A=-ﾊﾉ;K(rβ)[f(A)+f(u(s))-f(u(A))]so~化

＝-Ｍ(A)八K(ｎs)s凧-1.s+O(八K(ros)s,sn-化

－４i-LALr,＋Ｏ(r‘)，
２，

ゆえに

）

また、

U(r)=_ﾊﾉ:÷ＫＩｒＭｉｕ(s))sn-化

☆ﾉ;f(u(s))sn-化

声ﾉ;[f(A)+Ｍ)(u(s)-A)+O(SW-1d.

＝一戸L=[竿r凧-JW;会)器苧'+O(r州
等々・証明終り。

ｕ＝Ａ＞Ｏの近傍でｆ（ｕ）は滑らかと仮定しているので、積分方程式（２，３）の解は、

ｕ（０）＝Ａを与えるごとに一意である。ゆえに、

命題２初期値問題（２，１），（２，２）は、Ｃ２（０，Ｊ］ｎＣ［０，６］の範囲で一意に存在

する、ここに６は充分小さな正の数。

（２，１），（２，２）の一意解ｕ＝ｕ（ｒ，Ａ）を右に延張する。このとき、次の仮定をおけ

ば、解は必ず、有限のｒ＝ｒ（Ａ）で最初の（そして最後の）零点をもつ。
２（、－１）

(F'）人f(u)ロﾛ-,.u=+゜゜
すなわち

命題３あるｒ（Ａ）があって、ｕ（ｒ，Ａ）はＯ＜ｒ＜ｒ（Ａ)で真に単調減少、

ｕ（ｒ（Ａ)，Ａ)＝Ｏで、ｒ（Ａ)＜ｒ＜＋COでは

ｕ（ｒ，Ａ)＝＿ｒ（Ａ)ｎ－ｌｎ－２ｕ′（ｒ，Ａ）

証明は〔４〕Theoremlから直ちに従う。

Ａ→＋･･のときの挙動をしらべるために、ここで変数変換を行なう。そのために、次の仮

定をおく、

（Ｆ３）ｕ＞Ｏではf'（ｕ）＞Ｏであり、かつｆ（ｕ)→＋｡。（ｕ→＋｡｡）。

この仮定のもとで、Ｆ（ｕ）（ｕ≧｡｡）および７（刀）（０＜jc＜＋･｡）を次のように定義す

る。

(2.5）Ｆ(u)=ﾉ:f(`)d畠
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(Ｍ）バヱ１－戸(器r丁|ｴｰﾎ

⑫川に刺…,

ⅡM1にJliltJJliilii帯
と導入すれば、２階単独方程式（２，１）は、次の１階連立方程式系（２，９）あるいは（２，

⑫川陶堕Ⅲ
⑫川|憲二騏夛川十，芸
容易に確め…ように､変換(Ｍ)を通じてⅡ<Ｍ<乢器くＯＩを定義域
とした（２，１）の解と、（０＜ｒ，Ｏ＜い，Ｏ＜Ｕ２｝を定義域とした（２，１０）の解とは－対

一対応する。さらに、初期値問題(２，１），（２，２）の解ｕ＝ｕ（ｒ）にたいしては、ＤＣ→Ｅの

{川|:!=;;ノイニニ1，

3．中芯核近似

ここで、次の仮定をおく。

（Ｆ４）７（ｒ）はＯ≦DC＜＋COで連続であって、γ･＝γ（０）とおくとき、積分

(３１）い(ルァ｡'等

－４８－



が有限である。

この仮定にもとづき、Ｏ≦DC＜＋･･で連続な関数①（ｒ）であって

（３，２）’７（DC）－γＣｌ≦Cｕ（DC）

ハ叫麺)=/(露幽(`)`-1.`<+・・
をみたすものをひとつ選んでおく、この節の目的は、次の「中芯核近似」を示すことになる。

命題４任意のα※＞ｌにたいして、Ｅ，＝曰（α鋳)＞Ｏを充分小さくとるならば、

Ｕ＝り（Ｅが,Ｅ）は１≦gc※≦α※(すなわちＥ≦ｒ≦ｅα※）において一様に次の評価をみたす。

(Ｍ１’…鷺．)-翅｡Ｍ'≦ｃｎＬが１－７｡'砦
これは、次のようにいってもよい。Ｅ≦ｒ≦Ｅα＋において

’,(Ｍ－Ｕｗ虜)'≦cハ(蘆)－７｡'砦…(垂）
ただし、ＤＣ＝り。(Jc）はγ＝γ０（定数）のときに

（３，４）い～２７０（ｒ－１），Ｕ２～２，γ0（ｒ－１）（ＤＣ→１）

をみたす（２，１０）の解であって、周知のエムデン方程式

等十上=L器十u病=ｑ
ｕ（Ｏ)万T=Ｔ＝１

の解に対応するものである。ただし、γ･＝１のときは、Ｕ万T=Ｔ＝ｅｕとみなす。

命題５１＜α※く＋･･を固定するごとに、ｚﾉ（…※,こ）は１二jc※二α※においてＥにかん

して一様連続である。

注意もしａ（ｒ）＝Ｏ(gch）ならば、（３，３）から

（３，５）り（０℃,Ｅ）－ｕ・(〃/Ｅ）＝Ｏ(勿施）

ｕ（が/Ｅ，ど）－⑩。(jc※)＝Ｏ(ｅ脆）

が成りたつ。

（３，３）が「中芯核近似」である。

仮定（Ｆ‘）の帰結として、ｐ＝Ｆ（ｕ）とβ＝１／ＤＣ＝ｆ（ｕ）との間にＵ→＋｡｡(β→＋｡｡）

（３，６）ｐ＝Ｋβγ,（１＋６)，６＝Ｏ(ハの（１/β)）

という近似がなりたつことがわかる。したがって、「中芯核近似」は、指数１／γ０－１のエム

デン方程式の解によって、ｕ（ｎＡ）を近似することにあたっている。

あとの便宜のために、方程式（２，１０）の摂動を計算しておこう。それは次のようになる。

Ｕ＝ひ（DC）が７（Jc）＝９（DC）のときの（２，１０）の解で、Ｕ＝刀（、）が７（刀）＝９（ｒ）の

ときの（2,10）の解とするとき、その差０(，c)＝ひ(,c)－ひ(jc）は、§(､)＝ｇ(Jc)－
§（工）をパラメータする次の方程式の解となる。

,MM念叩幼+芸ﾄ‘＋
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＋にi-萱+i+池川|＋
＋l2gAl芸雛-会)(]+芸「

方程式（２，１０）の右辺のベクトルの成分をｖｊ（γ（鉈),ｕ)，ｊ＝１，２，と記すことにす

る。いま、γ（ＤＣ)＝宮(gu）のときの（2,10）の解り＝刀（〃)ＥＣ！［１，α］が存在して、

(Ｍ）÷(麺一,)こり`二"(麺一,）
い＝２百(１）（ｇｃ－１）＋Ｏ((ｒ－１）2）

Ｕ,＝２百(１）（ｏｃ－１）＋Ｏ((ｊｃ－１），）

をみたすとする。盲(〃)は１二0c二αで正で連続と仮定する。一方、同様にｇ(gc)も１＜ＤＣ

二αで正で連続とし、γ（ｒ)＝９（ＤＣ）のときの（２，１０）の解ｕ＝ｕ（ＤＣ）は、次のようにし

＄＝Ｕ－５にたいする方程式は、刀が（３，８）をみたすことにより、次のように書ける。

,Ｍ)"筈薑★|二言学1$+`Ｍハ
このとき、刀が（３，８）を満たすことにより、

不等式

，f,工北Ml,§,+(丹+,9,),0,+'図,|(網)|｝

’≦…，’0'二昔(１－砥）
で一様に成り立つとしてよい。ただし、ｇ＝９－宮である。そこで、積分方程式

Ｍ）Ｍ)=ハ(r1Uif(ｆ０Ｉ芋
を考える。ただし、Ｕ(ＤＣ）は

帯六|二言
の基本行列であって、計算すれば、

|ロ
１

２

１

｜U(璽)Uけ|≦M1諾=+||￥ （１＜Ｓ＜ＤＣ）

と評価できる。

いま、０＜β＜１にたいして

(3ｕ）’二…'0'二号(範-1）
をみたす0＝ｐ(ｒ)ＥＣ[１，α］を積分方程式（３，１０）の右辺に代入したものをＴｐ(gc)と
すると、
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ｌＭｍ１|≦MＭｎ\[(｣+号)||§||(亟一､＋

＋等''§Ⅲ露-Ⅳ+午''§''(澱-1)｜
ただし

’'§''-,三挺α'§(虹)’

と評価される｡この右辺がﾆｶﾞL(葱-Ｍ超えないためには､｡-1が充分小さく」§''も
充分小さければよい。このとき、不動点定理により、（３，１１）の範囲に積分方程式（３，１０）

の解が一意であることは前節の議論からわかっている。この解をさらに詳しく評価するには、

川璽'-,三:H薑迩豐
を方程式に代入して評価することにより、

ＭＭａｴL芸」－
Ｄｃ－１

Ｎ（ＤＣ）≦

１－MM'α旦号(1＋
が得られる。以上のことをまとめれば、

先と同様にして、

ﾉ(蕊§(噂)dｆ

Ｌラム+￥） １９１１

α－１および''§''=,二進｡§(麺)が充分小さいとき､ｇ(小宮(麺)+§(工)にたいして
も、解り＝Ｕ(ｒ)ＥＣＩ［１，α］があって、

Ｍ）’@(〃巾)'≦cｒ |ｇ(§)一宮(臼ｄｆ

をみたすということである。方程式の右辺が７（ｒ）について多項式であることから、α－１

が小さいという制限が不要であることは明らかである。したがって、次のことがわかった。

γ＝宮のときの（２，１０）の解り＝刀（DC）ＥＣ’［１，α］があり、（３，８）をみたすとき、

充分小さな刀＞０と定数Ｃがあって、ｇ（Jc）ＥＣ［１，α］が

（３，１３）’９（DC)一言（Ｚ）|こり，１＜ＤＣ≦α

をみたすならば、γ＝９（jc）にたいする（２，１０）の解り＝ｕ（jc）ＥＣＩ([１，α］が存在し

て、（３，１２）をみたす。

ところで、γ（ＤＣ）＝γｏ（定数）のときは、（３，８）を満たす（２，１０）の解り＝ひ。(ｒ）の

存在することがわかっている。これは、エムデン方程式にたいする古典的な結果だからである

（〔１〕，〔２〕を参照)。したがって、ひきのばしの変数（stretchingvariable）Dc-jc/Ｅを

導入して、宮(jc※)＝○｡，ｇ(ｒ※)＝γ（ＥＯｃｘ）に今の結論を適用すれば、本節冒頭に主張した

命題４が得られる。

同様に、ｇ(ＤＣ※)＝７（ejc※)，宮(ｒ※)＝７（てｒ※）にたいして今の結論を適用すれば、

’…“1-,Ｍ肩)'ニハに酌-γ剛'等
という評価がえられる。ゆえに、これから、命題５が得られる。
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４．遷移層近似

中芯核近似によって、苑→＋｡｡(ｆ（ｕ)→０）のときのり（ｒ，Ｅ）の挙動は、ＤＣ（0c）のそ

れによってリードされるようにみえる。DC（ＤＣ）はエムデン方程式の解に対応するものである

から、すでに知られているように（〔２〕，〔３〕)、一定条件下で、特異点り＝がただし、

ＩＭＩが=(６Ｍ;'Ⅲ=ﾃﾞﾆﾆ了Ⅲ='γ･(晉三昊戸､γ･）
にスパイラル状に収束する。そのためには、次の仮定をおけば充分である。

(F,）’二７．<万砦２<､<10
以下、この仮定をおく。

ところが一方、Ｕ（ＤＣ，Ｅ）は、仮定（Ｆ２）の結果として、ｒ→＋･･では、ｕ，→＋｡｡、

Ｕ２→０という、ＤＣ（ｒ）とは似ても似つかぬ挙動を最終的には示すことになる。

したがって、ｕ（Jc,Ｅ）がり。（ＤＣ）の軌道から極端に離れる直前まで、かつ、ｕ・（ＤＣ)→６ｓ

のスパイラル状を生かすほど先までの中間的な近似が必要となる。本節は、その「遷移層近

似」を得ることを目的とする。

Ｕ＝６sがγ＝７０のときの（２，１０）の特殊解であることに注意して、変数ｇを

（４，２）Ｕ＝６s＋〃

で定義し、〃にたいする方程式を３で準備しておいた計算（３，６）を利用して計算すると次

のようになる。

叩’ェ会|かい)-川-…+…）
ただし、

…１５黒:丁｡+差ﾙﾙ川
畑に詮十川上了弐ﾄ…会
MM'一肌,僻(淵)(]+差)-１

ここで

u川ﾊⅢflfぞl;WiL’ ’
の固有方程式は

A2＋－２，＋（、＋２）γ０八十（２，－２－，７０）（２－γ0）＝０
２２

となり、固有値は、

（４，５）入＝陛士〃，ノーイー丁
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２，－（、＋２）７０
α＝

４

Ｆ￥ハー川0-,1+`,､-2,(湯)-,`(鍔)’
となる。したがって、実標準化は、

'Ｍ)△P-Pに-ルーにハ：」
と行なうことができる。

仮定（Ｆ５）により、ノα＞０’し＞０である。そこで、次の準備定理が適用できる。

準備定理、方程式

(E）エ器=h(麺)-A(麺川十ＭM/）
が次の仮定（Ｈｏ)，（Ｈ１)，（Ｈ２）を満たすとする。

（Ｈｏ）ｆｏｅＢ(α０，のo)，ｆｏ（０）＝０，ＪCCJC（ｒ)＜＋･。

（Ｈ１）Ａ（ＤＣ）ｅＢ(α０，Ｃｕ,)，Ａ＝Ａ（０）の固有値入,’化は異なる共範複素数であ

って、ノα＝Ｒｅ入,＝Ｒｅル＞０，ＪCCU,（ＤＣ）＜＋･。

（Ｈ２）ｆ２ｅＡ(2)（α０，`U2,β0）

このとき、方程式（Ｅ）は、

（Ｔ）ＺノーＰ｡（ＤＣ）＋Ｐ（DC）之十Ｐ２（ｒ，ｚ）

の形の変換によって、方程式

厄）エ器--A(O)〃

に変換することができる。ここに変換（Ｔ）は次の性質（Ｐ｡）（ｐ,）（ｐ２）をもつ。

（Ｐ｡）ＰｏｅＢ(α,北Cu｡)，ｐ･（Ｏ）＝Ｏ

（Ｐ１）Ｐ（qc）ｅＢ(α,Ｊ･（Cu｡＋`u,))，ｐ（。）＝Ｉ（単位行列）

（Ｐ２）Ｐ2（ＤＣ，之）ｅＡ(2)（α,』｡（①0＋CUI）＋J座(①｡＋Cu,＋cu2)，γ）

しかも、

（Ｔ)０９＝之十ｐ２（０，ｚ）

で与えられる変換は、方程式

(E)。エ器=-A(O),+f(Ｍ
を（Ｅ）に変換する。

ただし、①j，ｊ＝０，１，２，はＢ(α･）に属し、Ｏこの』(鉈)，cJj（０）＝０をみたすと
する。

記号の説明

Ｂ(α,`u）は、０二死二αで連続な関数Ｐ（jc）であって、

’９（工）｜≦Ｃ①（DC）（Ｏ二ＤＣ二α）

をみたす定数ｃが存在するもの全体を表わす。

Ａ(2)（α，Cu,β）は、Ｏ≦gc二α，｜Z/，＝ｍａｘ（,い,，，Z/２，）≦βで連続かつ〃について解
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析的な関数9，（DC，〃）で

Ｐ（jc，Z/）＝z9cj（gc)〃'，ｐｊｅＢ(α,①）

と展開できるもの全体を表わす。

また、関数Cｕ（ＤＣ）にたいして

ＬＭ麺)=Ｗ;露｡(`)`坐-1ｄａ

Ｊｗ)=Ｊｗ昨函型L`Ｍｆ)けＨｆ
とおく。

この準備定理の証明は、あとまわしにして、今はこれを認めることにしよう。そうすると、

今の場合は、

（４，７）Ｕ＝Ｕｓ(DC）＋ｐ(ｒ）之十ｐ（ｒ，ｚ）

の形の変換で、方程式（２，１０）は

(４８）"器-A(O)〃
に帰着する。ここで、充分小さなα＞０，β＞Ｏにたいして

u川'1'灘搬爆｜
がなりたち、しかもｐ（０，ｚ）は

（４，７）ＣＤ＝６s＋ご＋ｐ（０，Ｚ）

が７（ＤＣ）＝γｏの場合の（２，１０）を（４，８）に変換するものとなっている。

ここで、Ｕ＝Ｕ２（〃）はそれcしんが、（２，１０）の特殊解になっていることに注意しよう。

これには、もちろん（２，１）の解が対応し、それをｕ＝ｕｓ（ｒ）（ｒ＞Ｏ）とすれば、これ

はｒ→＋０のとき

(い0）ｆ(u)-(竿)声r六

一山上～ｂｌｂＪｏ－ｌｘ万-=7万入２－γｏｒ
ｄｒ

（ここでｘは（３，６）で現れる定数）

という漸近挙動を示す解である。Ｕ＝ｕｓ（ｒ）は０＜ｒ＜＋･･に延長されて、仮定（Ｆ２）に

よりｒ＝Ｒ＆に零点をもつ。ｕｓ（工）もこれに応じてＯ＜ＤＣ＜＋･･に延長され、

Ｕｆ→＋｡｡，Ｕ;→Ｏ（、→＋｡｡）

となることはもちろんである。

（４，７）を逆に解いたものを

（４，１１）ご＝ｐ（ｒ)-1（Ｕ－Ｕｓ（DC)）＋ｑ（ｒ,Ｕ－Ｕｓ（ｒ))，

ｑｅＡ(2)（α,，JOcU＋J"６０，β】）

と墓'二微(川柳期耕
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（４，１２）D－Ｄｓ（jc）＝ｂ（Ｅ)，。c＝Ｅｑｘ

で規定しなおすことができる。ただし、

（４，１３）６（Ｅ）＝ＵＬｑｘ,Ｅ）－Ｕｓ(Ｃａ※）

であって、α※＞１は充分大きくとって

’′,(α叢)-ゲ'二号
が成り立つようにしておく。（ＤＣ（ｒ)→６s,JC→＋｡｡，からこれは可能である）そうすれば、

中芯核近似の結果（命題４（３，３）)、および

DＣ（ＤＣ）＿６s→Ｏ（ｒ→Ｏ）

により、ｅ，＝ｅ，（α×）を充分小さくとれば、０＜ここｅ，において

（４，１４）’６（Ｅ）｜≦lＵ（Ｅα※,ｅ）＿DＣ（α※)|＋|Ｕｓ(Ｅα※－６s）｜＋|DＣ（α※)－ｂｓｌ

≦α，

が成り立つようにできる。そうすれば、（４，１１）に６（Ｅ）を代入して、ｃに）を

（４，１５）（α※)-A｡ｃに）＝Ｐ(Ｅα菱)-ｌｂ（ｅ）＋ｑ（Ｅα饗,６（Ｅ））

のように定義することができる。このとき、

②=(券)~A・(｡蕊)-ＭＥ）
＝(ＤＣ※)Aocに）

が（４，８）、および

（４，１６）之＝(α※)~Aoc（Ｅ)，ＤＣ＝‘α藩

の解であるから、Ｕ（gc，ｅ）はこれを（４，７）に代入して表現することができ、次の結果を

得る。

命題６充分大きなα※と適当など，＝Ｅ，（α灘）があって、

(４，１７）０＜ＤＣ二α，α＝gc※＝里く＋｡｡，Ｏ＜ここEＩ
Ｅ

の範囲でＵ（〕c，Ｅ）は

（４，１８）⑩（〃，Ｅ）＝Ｕｓ(ＤＣ）＋Ｐ(ｒ）(ｒ藩)-AoC（Ｅ）＋ｐ（ＤＣ，（ｒ※)一人°Ｃ（Ｅ)）

と表現できる。

ここに、

Ｃ（Ｅ）－ＣＯ＝０（JoCU（Ｅα※)＋』①（Ｅα鍔))，

ＣＯ＝limrA。（DＣ（ｒ）＿６s)キ０
エーー

である。

ＣＯキＯは、DC羊６ｓから自律系（２，１０)γ=γ・の基本的性質から従う。

５．表面層近似

前に注意したように、特異解り＝Ｕｓ（ＤＣ）はＤＣ→＋○○のとき、Ｕｆ→。。，Ｕｆ→Ｏというよう

に、６sを去ってゆく。したがって、DC-gC/ＥにくらべてDCが大きいときは、Ｕｓ（ｒ）を第

一近似として採用しなければならない。この部分を考えるのには、変数として、
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旧川ｌＥ牛洲器乢は単位球面槙…⑦
を採用するのが便利である。（ｒ，い，Ｕ２）変数との関係は、次のようになる。

(Ｍ）＝=ｐ－ｆ（uLp-F(u１－入uf(u)｡Ⅲ
ｒ＝A1/'ｐ１/,,0-1（Ｕ２)!/,，

ｍ＝４兀入(､-レイｐ､/2,0-,+'い（Ｕ２)In-2l/２

川■|菫二コ.Ｔ
となる。右辺は、Ⅱｕｌ＜＋･･,Ｏ＜ｒ，Ｏ＜、）で連続であり、かつｒ，ｍについて解析的で

特異解Ｕ＝ｕｓ（ｒ）に対応する（60）の解を

（ｒ,、)＝(rs(ＵＬｍｓ(Ｕ)）

､三2諾くu<+゜。
に存在して、

Ｒｓ＝ｒｓ（０)，Ｍｓ＝ｍｓ（０）

はいづれも正かつ有限となる。初期値問題

(2」）窯十旱器十M(u)-0,
（２，２）ｆ（ｕ（Ｏ）)＝ｆ（Ａ)＝１／ど

の解ｕ＝ｕ（ｒ，Ａ）に対応する（５，３）の解を（ｒ,、)＝（ｒ（ｕ，Ｅ），ｍ(ｕ，ｃ））とすれ

ば、

(Ｍ|:|:'二lI1:'二:|Ⅲ…]ｈ
が調べたいものである。なお、特異解にたいしても

(5,5）Ｍ(S)="ﾛﾉﾂ割f(u・(r))rn-)｡『
のなりたつことは、（４，１０）および仮定（Ｂ）からわかる。

ここで、遷移層近似すなわち命題６、（４，１７）から出発し、その端点gc＝αに対応して、

ｕ･＝f-1（α）

に着目する。変数変換（ＤＭ)2)→(ｒ，、）は（５，２）にみるように、Ｕ,＞０，Ｕ２＞０で

解析的であるから、（４，１７）からただちに、次の表現がｕ＝ｕｏで成り立つ。
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H剛Ｉ
ｒ(ｕ０，Ｅ）

、(ｕ０，Ｅ）［ ＋ＱｏＥＡｏｃに）＋ｑ（ｅＡｏｃ（Ｅ））（５，６)ｏ

ただし

。L､＋jlｴﾙﾙﾃﾄ

'Ｍ’|;|:1:||=に',1,'１lQIu'ハヒ'+q'…に'’

（５，７）Ｓ(c)＝Rs＋BＧ（e)e似COS（ソlogど＋0R)＋

＋凡薑ル△(β)ん+いん辮’訓cosﾊ(しlog匿十β)sin',(しlog‘＋8)，
Ｍ(e)＝Ｍｓ＋Ｍ１ｅに)e鯵COS（ﾂlogg＋8M)＋

＋男,…MjM,ｅ(Ｅ)’1+’’@"'…)cos'1("1.9`＋β)sin’,(しlog`＋8）

６．エネルギの近似表現

以上で中芯核、遷移層、表面層の各層における近似が得られたわけである。最後にまとめ

て、エネルギーの近似をしておく。

まず、（２，１１）の解ｕ＝ｕ（ｒ)，０＜ｒ＜＋･･，にたいして①（ｒ）を

(い）。(r)=-ﾊﾉ『K(rＭ（u(s))sm-1dS

mβ1-|蔦巨Ｉ
で定義する。ｍ（ｒ）を

(Ｍ）ｍ(r)=四阿ﾉ:ｆ (Ｕ（Ｓ）)Ｓｎ－ｌｄＳ
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汎関数Ｅ，Ｅ墓Ｅ熱を次のように定義する（それぞれ、総エネルギー、重力と定義する。汎関数Ｅ，Ｅ墓Ｅ熱を次のように定義する（それぞ

エネルギー、熱エネルギーと解釈できる）

（６，３）Ｅ＝Ｅ熱十Ｅ重

Ｅ熱=咄ﾉ:(u(r)f(u(r))-F(u(r)))r風-1.℃

Ｅ箪一山風ﾉ;÷｡(r)f(u(r))r風-Ｗ
いま

β（ｒ）＝ｆ、（ｒ)）

とすると、Ｅ重はまた次のように響きなおすことができる。

(Ｍ）Ｅ重=-丁≦すﾉｻﾞ'(r)m(r)rd「
したがって、（６，３）のかわりに

(川一ﾉ:,'rMdrl五丁｡(:-,1r…Ⅲ １
一ｐ
ｕ＝ｕ－－

β

と書いてもよい。（ｐ＝Ｆ（ｕ（ｒ））である｡）以下このような形式R勺考察をつづけよう。

（６，５）の独立変数の関数を１０（ｒ）＝ｆ（ｕ（ｒ))から、（ｒ）にかえ、β（ｒ）を

(Ｍ），(r1-士r1-n鵲
という関係からみちびかれる関数とみなせば、Ｅは、次の形の汎関数にかける。

(Ｍ）Ｅ=ﾉ:．(r川鵲)｡ｎ
ただし

。(Ｍ,川')－m(面|,一念r1-nm：-4"(､-2)r…､）
入

ここで、ｄＵ＝ｐｄｐ/β２により、変分問題としての（６，７）のオイラー方程式

器十器祭-0

-L旦且＋_Lr-n十ｍ＝O
１ｏｄｒｃＵｎ

'よ、

（６，８）

となる。（６，８）の両辺をｒで微分し（６，６）を用いれば、基礎方程式（２，１）が得られ

る。

逆にいうと、（２，１）の解ｕ＝ｕ（ｒ）ｅＣ２（０，＋｡｡）が

,M1'二蝉１mにｉｆ<+□
を満たせば、β（ｒ）＝ｆ(ｕ（ｒ)）から（６，２）で定義される、（ｒ）をつくると（６，８）が
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満たされて、汎関数Ｅの停留関数が得られるという関係になっているわけである。

また、一般的な方針に従って、汎関数Ｅを、停留関数にもとづいて、変数変換を行なえば、

(6川Ｅ－ﾉ:U(Ｌ、器川筈)｡Ｌ
ただし

Ｕ(ＬＭＭ)一山｡F(u1rn-Y+(咄(3-2)r,~風m-u)ｍ
となる。すくなくとも、ｕ（ｒ，Ｅ）やｕｓ（ｒ）にたいしては、エネルギーは（６，１０）で計算

されることになる｡すでに得た各層の近似が､u,β=f（u),ＤＣ=1〃などを独立変数に

とってあるため、この表現の方がエネルギーの近似が見やすい。ちなみに、汎関数（６，１０）

のＥｕler方程式は、表面層近似で用いた方程式（５，３）に他ならない。また、

(Ｍ）dE-U(Ｌｒ,器川器)⑪

＝(一言二百+￥-岫入;p竿,-旧…｡’
となる。

ｕ（ｒ，ｅ）に沿ってＥをevaluateしたものをＥＥ，ｕｓ（ｒ）に沿つ゛

のをＥＳと記す。

まず、中芯核領域

（6,12）ど≦gc≦Ｌ≦こげすなわち
ｐ

ｕｌに）≦ｕ≦Ａ

におけるＥの評価からはじめる。

ｎｓ（ｒ）に沿っては、この領域では一様に

、＋２

(6,13）γｐ，p-nmj;｡P＝O(芦γ’-,-1)|dpl

に沿ってＥをevaluateしたも

であり、一方

'M4'￥-|:いり'二｝
が成り立つ。したがって、ｕｓ（ｒ）に沿って、中芯核領域では一様に

川川E-mTF1N:計11二ｌ
が成り立ち、これを積分すれば、

‐｣L吉－２７，+､>０
により、

'川'Ｍ…-|:|r,風'三,己1ざ`川川仙_［
γ・＞１
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となる。

一方、ｕ（ｒ，Ｅ）に沿っては、が＝ｒ／ｅを導入すると

dE-川:γK竿E丁竺百一￥+l](l+6)竿×エ
から、中芯核近似により、

ｄＥ三E､~ユチLγ･(DC×)n~ﾕﾁﾕγ・￣'(ＤＣ業－１）２．が

がみやすい。この評価を１二が≦α※で積分すれば、

Ｍ'＆に三二|:|i$箕Ⅱ鄙ﾙﾙﾘﾆ｜
が得られる。

次に、遷移層

（６，１８）どα×二死二αすなわちｕｏ≦ｕ≦ｕ，（Ｅ）

において考える。ここで、Ｌ－Ｅｓを評価するために、

（６，１９）△ｒ＝ｒＧ－ｒｓ，△ｍ＝ｍＥ－ｍｓ

と略記して、ＥＥ－Ｅｓの被積分関数のテーラー展開を計算する：

(ＭＯ）ｄルdE-[筈'.△r+黒lo4r'+器'｡△m＋

＋器L△m]｡u+川
ただし

ｎ

ＵＴ１Ｕｉｄｇｃ
n-ﾕﾅﾕγ`‐’

ロー会票Lur)`+司昊=｛三lx△r△r'+百二号IhL△r△ｍ

+弓昊二Ｈ４Ｍｍ,+百器!h↓△IMU､,｝

…｡(祭一言二÷芸i7T-a=器一等-器-0に注意｡）
『｡(u)に沿っての州雌……しは適当な

ｒ＝ｒｓ＋８，△ｒ，ｍ＝ｍｓ＋０２△、

ｒ′＝ｒｓ'＋８３△ｒ'，ｍ′＝ｍｓ/＋０４８４△ｍ，

０≦βj＝０』（ｕ，Ｅ）二１，ｊ＝１，２，３，４

におけるevaluateを表わす。遷移層近似（４，１８）の結果、＿様に

’筈|+|器|+借++-|舍晉÷十一o(Ｍ)些）
が成り立つ。これから、Ｑｄｕの第一項は、次のように評価される：

会票L(△r川u＝

ここで、 'よ
Ｓ
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‐÷[四M,-1)(､-2)prnY+☆(､-1)r-m1MdⅢ
三p2gCn-lUT1U；（E/ＤＣ)2匹γｐｌｄｊＣｌ

≦e”jc-lldrl

他の項も同様にして、遷移層では一様に

（６，２１）Ｑｄｕ＝Ｏ(E2"ｒ－１）|ｄｐｃｌ

がなりたち、これを積分すれば、

(Ｍ２）八川蘆'９．u=O(川．９．|）
がえられる。

一方、（６，２０）の第一項を部分積分して、ｒｓ（ｕ）が停留関数であることを用いると、

(Ｍ）dEL-dEL-[祭|薑△r+器|△mに::需十ﾉ:ｍｄｐ
が得られる。端点gc＝Ｅα※の方では、

祭L△r+器|・△ml…

‐|:|､ｴﾄﾞ隻都`,''二１Ｍ訓
が成り立つことが容易にわかる。けつきよく遷移層の区間では、

Ｍ）［Eo-E｡]墨--[祭|曇△r+器|霞△小+O(Ⅱ｡…必）
が成り立つ

最後に表面層

α二ＤＣ二十｡。すなわちＯ二ｕ二ｕｏ

において考える。ＤＵ，ＤＷは考えている範囲（ｒ二Ｒｓ／２）では有界連続である。一方、

△ｒ，△ｒ'，△ｍ,‘△ｍ′はいづれも、表面層近似においては一様にＯ(E2座）である。したが

って、ただちに、表面層においては、

Ｍ）［E壜-E壜]鮒=[祭L△r+器|△mに二十Oに,腱）
がえられる。ところが、端点ＤＣ＝＋｡。（ｕ＝０）の方は、ｐ→０，ｒ→Ｒｓ，ｍ→Ｍｓ，ｕ→

０であるから、

［祭|･△r+器|△mL--4"(:-21R:－，M｡△小
となることがわかる。かくして、（6,25)，（6,24)，（６，１７)，（６，１６）を加えあわせれば、

次の結論が得られる。

(ＭＯ）E-Eo7｡(:-2)R:-,M｡(M‘-M豊)+O(川｡9.1）

－６１－



７．準備定理の証明

この節では、５．遷移層近似で利用した準備定理を証明する。もういちど準備定理と記号

を述べておこう。

記号

Ｃｕ（ＤＣ）は［０，＋｡｡）で連続・非負値とする、Ｂ(α,①）は、０≦ＤＣ≦αで連続な関数Ｐ

（DC）で

仲|い=Ｍ(cll，(麺)|≦c⑳(､)v泌二α｝
が有限なもの全体を表わす。

Ａ(2)（α,①,β）は、Ｏ二ｍ二α，｜Z/｜＝ｍａｘ（|幼|，｜Z/２１)二βで連続かつZ/について解析

的で、

の(`Ｍ)＝,忌甲'(")ゾルＥＢ(α,⑳）

と展開できる関数Ｐ（ｒ，z/）の全体を表わす。

Ｌ"(麺)､ソ:｡(`)`Ⅲ

Ｊｗ)-ＭＭ)=画ｿ:妙(:)け1.噂
と定義する。が＞Ｏは適当な数。

’'９||α＝suplP（ＤＣ）｜＝''９|｜

と記す。

準備定理、方程式

(7ＪＭ器=f(川)-h(虹ＭＭ+ＭＭ）
が次の仮定をみたすとする。

（Ho）ｆｏｅＢ(α０，ujo)，ｆｏ（Ｏ）＝０，Jocuo（ＤＣ)＜＋○。

（Ｈ１）Ａ(ＤＣ）ｅＢ(α０，Cu,)，Ａ＝Ａ（０）の固有値入,，ｈは異なる共範複素数で、

α＝Ｒｅ入,＝Ｒｅ加＞０，Ｊo①］（jc）＜＋ＣＯ

（Ｈ２）ｆ２ｅＡ２(αo、;Ｃｕ2,βo）

このとき、方程式（７，１）は

（７，２）Ｚノーｐ（ＤＣ，之）＝ｐｏ（0c）＋Ｐ（0c)之十ｐ２(DC,之）

の形の変換によって、方程式

(7,3）エ器--A々
に帰着することができる。ここに変換（７，２）は、次の性質（ｐｏ）（ｐ,）（ｐ２）をもつ。

（ｐｏ）ｐＯｅＢ(α,ＬＣＵ｡)，ｐ・（０）＝０，

（ｐ,）Ｐ(ｒ）ｅＢ(α,』。(の｡＋(u,))，ＰＣ（Ｏ）＝Ｉ

（ｐ２）ｐ２（DC，之）＝Ａ(2)（α,』｡(⑩o＋Ｃｕ】）＋Ｊｕ(Cu｡＋Cu,＋cu2),γ）

ただし、①j，ｊ＝０，１，２，は①』（0c)二０，α』（０）＝Ｏをみたすとする。

さらに、
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（７，２）ｏＺ/＝ｐ（０，Ｚ）

は、

麺器-f(Ⅲ(７，１）0

を（７，３）に変換するものである。

以上が証明すべき準備定理である。証明はいくつかの補題に分けて行なおう。

補題１方程式（７，１）にたいして仮定（Ｈｏ)，（Ｈ１）が成り立つとき、

（７，４）ｇ＝０（ｒ＝０）

をみたす解ＺノーＰ（〃）がＢ(α,』Ujo）のなかに存在する。

証明

'mll'二丁剛三食A仙十‘…，
とおいて、積分方程式

（７，６）Ｐ（ｒ）＝ＴＰ（ＤＣ）

‐ﾉ:(書rf(`（'１芋
を解けばよい。仮定から、

（７，７）lfo（ｒ）｜≦llfollCJo（ｒ)，

｜Ａ(〃)|≦IAllcU](〃)，

｜f2（jU）'二lｌｆｌｌｌｇｌ２（Ｏ二ｍ二ｄｏ，｜Z/｜≦βo）

が成り立つとしてよい。また

（７，８）｜tA'二Ｍt似（０二ｔ二１）

とする。いま、

｜llollα二８二ｍiｎ（β０，１）

をみたすｐｅＢ(α，１）＝Ｃ([０，α]）の全体をＱとする。ｐｅＱにをみたすｐｅＢ(α，１）＝Ｃ(［０，α]）の全体をＱとする。ｐｅＱにたいしてＴｐを評価する

と、次のようになる。

(7,9）｜Tの(範)|≦Mﾉ:(芒nllfoll"｡(`)+''八|肌)`+|Ｗ];-1.‘

≦M[||follL｡(麺)+llAlL“1Ｗ+会llfllｹﾞ１．
J"Ｃｕ｡（０）＝LCU]（０）＝Ｏであるから、０を充分小さくとり、しかるのちにαを充分小さく

とって、

ullfll8二÷MllfoⅡＬ皿|･≦÷MllAllllL"ルー：ノα

ととれ(ま、（７，９）の左辺二０となる。不動点定理を適用すれば、α'０をこのようにとれ

ば、Ｑのなかに積分方程式（７，６）の解が少なくともひとつ存在することがわかり、ふたた

び方程式を用いれば、

Mllfoll

ll9Olla，J…≦１－Ｍ||Ｘ||||JuCUolla-llf2118〃
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という形の評価もえられる。

補題２．方程式

(川）エ器-A(葱刈
にたいして、仮定（Ｈ１）が成り立つとき、

（７，１１）〃＝Ｐ(DC）こ

の形の変換で（７，１０）を

(７８Ｍ器=-A‘
に変換することができる。ただし、

Ｐ(ＤＣ）ｅＢ(α,JoculLP（Ｏ）＝Ｉ

である。

証明、Ｐ（刀）がみたすべき方程式は、

(7」2Ｍ器--A(工)P+ＰＡ
である。一般性を損わず、Ａ＝diagm,'化］であるとし、

(川ハ'ｴ1-にAT:)化'鯛,,麺,ｌ
とする。求めるＰは）の成分を

'川川-|雛’二:|:|｜
（７，１２),IPI,＝－αｌｌＰｌＩ－ａｌ２Ｐ２ｌ，

（７，１２)２，Ｐ2,＝－q2IPIl-(ルー入,＋α22)Ｐ2,,

(7」2川Ｐ聰=-(A1-ﾙ+・")P聰-Ｍ空，（（７，１２川Ｐ22＝－a2IP12-a22Ph2．

q＝Ｐ2,／Ｐｕにたいする方程式は、（７，１２),，と（７，１２)２，

(7」5ルエ器--.,]-(ﾙｰA1)q+Ｍ,,

Ａ（DC）の成分を

一延急）
から

となる。ここでａ２ＩｅＢ(α,の,)，α2,（Ｏ）＝Ｏを仮定しており、Ｒｅ（ルー入,）＝Ｏであるか

ら、（7,15)，は、Ｂ(α,JoCUl）の中にｑ（Ｏ）＝０をみたす解をもつことはみやすい、これ

を再び（７，１２)皿に代入すると、

（７，１６)，Ｐ1,＝－αｌｌＰｌｌ－ａ１２ｑＰｌ,＝(－αIl-aI2q)Ｐｕ

となる。これを求積法で解くと

(7川Ｐｕ(ｪ)-exp[-ﾉ： ］(α１，＋α12ｑ)ｆ－１ｄ５

となり、ＰｌｌｅＢ(α,Ｊｏ①,)，Ｐ,,（Ｏ）＝１が得られる。これから、Ｐ2,＝ｑＰｌｌｅＢ(α，Ｊｏ

ｃｕ,)，Ｐ２，（Ｏ）＝Ｏがえられる。（７，１２川，（７，１２)２２の組についても同様にしてＰ（刀）

ＥＢ'…卯'0'一[;Ilが得られる，
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補題３．方程式

(7｣8）エ器--A`+gLM）
は、（Ｈ１)，（Ｈ２）と同様の仮定をみたすとき、

（７，１９）Ｚ/＝ご＋ｐ（ｒ，之）

という形の変換で、（７，３）に帰着する。ただし、ｐ（ＤＣ，ｚ）は、充分小さなα，γにたい

してＡ２(α,JucU,γ）に属するようにできる。

証明、ｐ（gc，之）が満たすべき方程式は、

(7川一A汁[動晶-<Aa金>lp--A倉-Ap+g(`Ｍ+p）
である。かんたんのためにＡは対角化されているとする。

（７，２１）ｐ（ｒ，ご）＝囚肌(､c)之施

を形式級数とみて（７，２０）に代入し、之施の係数を比較すれば、次が得られる。

Ｍ脈［z念十A-<MlpF恥
〈ﾉｾ，入>＝ん,入,＋/c2加，

ハー|鵬'１－鵬:lfl:Ⅱ|:'１雛lIl
が得られる。（7,22脈をﾉｾの11頂序で'1頂次解いてｐ魔(死）を定める。その際、０＜α≦αｏな

る正の径数αを固定して、次の境界条件で解く。

Ｍ脈,M`)=一二;i芸皿
また、（７，２２兆の９，`，g2Zは、ｇ（ｒ，z/）を

…ﾙ男…１１'麺１－にⅡ:|｜
と展開したときの係数であることはいうまでもない。

〔第１段階〕んにかんする帰納法によって、ノz脆(ｒ）およびp脆(ＤＣ）がＢ(α）に属して、

仙北ロ川-ﾑﾗi芸辺
をみたすこと、および不等式

Ｍ脈''Ｍ'廓≦TT7F+=、'Ⅲ''・
をみたすことを確める。

まず、ｌｊｌ＜｜ﾉｾｌなるｊにたいしてｐｌｊが（7,23)j，（7,24川（7,25)，をみたすよ

うにＢ（α）の中に決まっているとすれば、仇施(pc）は明らかにＢ(α）に属す。（ここで、

（7,26ルノ川腫(Ｏ）＝Ｈ(９１`（０），ｐ‘（０））

に注意｡）したがって、問題（７，２２脈，（7,23兆は、解ｐ庵(ｒ）を一意に定め、この解は、

川兆叫璽)--空f急ＬＬ(筈)化ﾉ:(÷)A加眺!｡‘
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のように積分表示される。この積分表示から、ＲｅﾉＭｂ＝'ａ（｜ﾉｾ１－１）に注意すれば、（７，

２５脈は容易に証明できる。

こうして決まったい（ｒ）にたいして、級数

（7,28）ＺＩｐ,応||αＺにノー１，２

の収束半径が正であることは、優級数法によって証明することができる。

じっさい、

Ｍ二m“(Ｌ会）
ととって、方程式

（７，２９）い＝之』＋ＭＺｌｌｇ“llaZ/`，／＝１，２
２三ｌｊｌ

を考える。これ'よ、非負係数〃‘随をもち収束半径正の級数解

（7,30）Ｚ/』＝之`＋ｚ７ｌな之脆，／＝１，２
２二'ん｜

をもつ。係数(よ

（７，３１肱万,応＝Ⅲ(MllgJ`||α’７j）

＝ＭＨ#(''９“||α'７j）

によって決まる。（7,25肌，（7,29)，（７，３１脈を比較すれば、ノセについての帰納法により

（7,32ルｌｌｐｌ魔'し≦７【た

が得られる。じっさい、｜ﾉｔｌ＝２のときは、/DJ魔＝９１魔であり、（7,25脈より、

，,ｐ１臆''α二｣lgJ2L
/α

となる。一方（７，３１川より、７，虚＝ＭｌｌｇｌｊＬとなる。ゆえに、Ｍのとり方から、（7,32兆

が成り立つ。２二｜ｊ’二’ん｜なるｊにたいして（7,32)ｊが成り立っていたとすれば、（７，

３２脈は、次のように証明できる。

｜/ｚＭｒ）|＝|Ｈ脆(ｇ“（r)，ＰＩｊ（DC)，ｐ２ｊ（oc)）’

二Ｈな('９１`（ｒ）|，ｌＰＩｊ（、）|，ｌｐ２ｊ（ｒ）|）

二Ｈ((''９“し，｜|Ｐｌｊｌｌａ，ｌｌｐ２ｊ||α）

二Ｈに(''９“||α，りlハワ2j）

１

＝耐加施，

ゆえに

’'p,ﾙｰ川,美,-,沖''・三川
級数（7,28）が、したがって（７，２１）が収束することがこれでいえたわけであるが、こ

れが偏微分方程式（７，２０）の解であることをいうためには、項別微分の可能性を確かめてお

く必要がある；〃についての微分は問題がない川についての微分はⅢ工筈''・を遂次
評価するのが正攻法であろうが、ここでは、より簡明な方法をとることにしよう。すなわち、

N=23,……にたいして､
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(7,33）ｐＭＭ)＝,息p魔(ルパ

と定義する。このとき、ｐＮは

(7ＭＭ云い-[-A+<Ａ５会>1p1W(Ｍ，
/ｌＮ（ｍ，ｚ）＝囚／L魔(ｒ)之施

’八’三Ｎ

た/ざし、

ｈ（oc，之）＝乙肺(oc)之パー９（ＤＣ，ｐ（ＤＣ，ｚ)）
２二’んＩ

[-A+<AZ皇>]p+g(叩Ｍ）ｚをとめつつＮ→＋･･とすれば、（７，３４）の右辺は

にo二麺≦･上で一様に収束する仰えに工晶pは錘云いの極限として存在しした
がってまた、（7,20）も成り立つわけである。

〔第２段階〕第１段階では、ｇｅＡ(2)（α０，１；β）だけを用いてｐｅＡ(，）（α'１；γ）を求

めた。一般的には、ｐ（ｒ，之）はαのとり方に依存する。ここでは、αを充分'１､さくとれば、

ｐ（ｒ，之）はＡ''１（α,Ｊ似①,γ）に属することを示す。

(7,35）６雌=p聰-p`厳(0）

とおいて、''6`臆''ｈを評価しよう。いまαは充分小さくとって

（7,36）llujll｡＋llJuCUllα≦，

となるようにしておく。ＭＯ）＝Ｏおよび

’'ｈ''｡≦金''＠'。

よりこれは可能である。並行して

Ｍ１ｉ砿=ん艫-ＭO）
ｇ,脆＝９J施一ｇ`ん（Ｏ）

とおく。ｈにかんする帰納法によって

(7β8）ＭＯ)－－４１;壱十且」
(7,39）》雌(r)＝Ｈｋ(g"(O),ｐ,(O),§"(工),6‘(工)）

■川'いⅡＷｉｍ十・川MⅢ>⑳
）Ｍ｜＝２）

(7,41）｜ハル十J蝉"≦合施('9“(0)|,|p,(O)|;||§"||⑳’''6`llJ豐｡）
を証明する。

ここに仇は、

合庶(X`,gcⅡハコＵ２』;Ｄ`,ｄ１ハ。,,）

＝Ｈ臆(Ｘ`＋Ｄ吟ｒｌｊ＋ｄ１ｊ，gC2ノ＋d2j）－Ｈ脆(Ｘ`，JCI”Ｘ２ﾉ）

で定義されるものであって、Ｈｔは第１段階ですでに用いた
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Ｚｌ Ｚ２

Ｈ腕(Ｘ`,OC1j,DC2j）＝ｚＸｉⅡgCljIr1n0C2j′(s）
ｒ＝1 s＝ｌ

ｌｌ ｉ２

辺』（ｒ）＋ｚｊ’（ｓ)＝ん
ｒ=１ ｓ壷１

に他ならない。

まず、（7,38）は、解を表示（7,27）からLebesgueの収束定理を用いて容場

とができる。この結果として（７，２７）は、

(7〃)ルル(ｒ)=-ﾉ:(書)１WＭ)`-1.‘
と書きなおすことができる。（7,38）から（7,39）が直ちに得られる。（7,27)′

|ﾉﾔl＝２のときは》脆=§,"であるから

’Ｍ)'≦ﾉ:(考)盤'§蝋'Ｍ(`)`-1.‘
＝||§`雁||"ｈ(範）

のようにして（7,40）が得られる。（７，４１）は帰納法の仮定、ｐｊｅＢ(α,culu）‘

ようにして得られる。
八

｜》`術(，C)|＝|H朧(g"(O),p』(0);§"(jC),6』(､)）
≦合臆(|g"(O)|,|P,(0)|;|§"(工)'’'6伽)|）
≦倉騰(|g"(0)|olpK0)|;||§"|Ｍ(､),'|台’ｌｌＭｕ⑳）

八

≦(⑳+Ju`U)H臆('9侭`(0)Llp,(0)|;||§"||⑭’''6』|lJD
この最後では、（7,36）を用いた。

（7,40)，（７，４１）を利用して、級数

(7.42）Ｚ''6鵬llJ｡zⅧ
の収束を優級数法で証明しよう。考えを決めるために、

Ｍ＝，＋-1
ノα

と決めて、方程式

（7,43）9,＝之!＋ＭＺｌｇｌｊ（Ｏ）|之j，Ｊ＝１，２
２二ｌＺｌ

のﾘｽ束解を

（7,44）い＝之`＋ｚ7701,値こぐ／＝１，２
２二'ん｜

とする。このとき、

（７，４５）刀ｏＵ施＝Ｈ脆(Ｍｌｇｌ`（Ｏ）|，〃!）

＝ＭＨ応（'９１t（Ｏ）|，り!）

が成り立ち、（7,38）から

（7,46）｜ｐ【随（０）’二171施

が成り立つ。

一方、

（7,47）‘`＝z`＋Ｍ己（'9"(0)|＋||§"||"Ｍ／＝1，２
２≦ｌＺ１

の収束定理を用いて容易に導く こ

から、

次のより、
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の収束解を

（７，４８）い＝之`＋Ｚ171代之施
２二’んＩ

とする。係数〃Z鷹は

(7.49）加臓=MH臆(|g"(O)|＋Ⅱ§"||山川）

で決まる。それゆえ、級数

(7.50）乙伽Ｚゼルーワ`臆－７９〃

の収束半径は正である。（(７，４８）の収束半径を下まわらない｡）（７，４５）および（７，４９）よ

り
八

(7,51）》`侭=MH朧('9"(0)|,り!；||§"||",；｣）
が成り立つ。（７，５１）と（7,40入（７，４１）とを比較すれば、

(7.52）’'6蛾||J""=ん
がみやすい。ゆえに（７，５０）が（７，４２）の優級数となるわけである。したがって、あるγ

について、

６(`Ｍ)＝Ｚ６`(工)之`＝ｐ(`Ｍ)＿ｐ(O,ご）
はＡＩ2１（α,Ｊ哩Ｃｕ,γ）に属する。

準備定理の証明

まず、補題１によって存在が保証された（７，１）の解Z/＝７＄(DC）ｅＢ(ａｓ,LCU｡）をひ

とつ選び、変数変換

（７，５３）Ｚ/＝ＰＳ（ｒ）＋〃

を行なう。これによりえられる方程式は、

(Ｍ）ェ器=了(､可）
＝－Ａ（〃）万十f2（gc,万）

となる。簡単な計算により、次が成り立つことがわかる。

（7,55）Ａ（ＤＣ）ｅＢ(瓦Cu,＋』のo)，Ａ（Ｏ）＝Ａ

ｆ２（ＤＣ,万)ｅＡ(2)(石,cU2＋LcU｡;β)，

ｆ2（０，万)＝f2（０，刀）

次に、補題２によって、（７，５４）の線型部分

(754Ｍ器--x(顕)可
を

(7,56几"器--A，
に変換する変換

（7,57）刀＝ｐ（ｒ)刀

を見出す。ただし、こんどは、

（7,58）ｐ（jc）ｅＢ(瓦Ｊｏ（Cu,＋J似Cu｡)）

＝Ｂ(万,JocUo＋Jocu,），
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Ｐ（０）＝Ｉ

である。（7,57）によって、（7,54）は

(川"黒=Ｔｍ
＝－Ａｙ＋９（DC,刀）

に変換される。（７，５９）の２次以上の項ｇは

（7,60）９（”,万)＝ｐ（jc)~]f,(r,ｐ（jc)刀）

と決まるから、

（７，６１）ｇｅＡ(2)（万,JoUjo-M,＋`U2＋Lcuo;β）

＝Ａ(2)（丙,Ｊｏ①｡＋』｡①,＋Uj2;β）

となる。

（7,62）ｇ(0,万)＝ｆ(０，刀）

に注意しよう。

最後に補題３を用いると、

（7,63）了＝之十ｐ（ｒ,ｚ）

の変換で、（７，５９）は

(7βＭ器--A〃
に帰着し、ｐ（ＤＣ，之）は、

Ａ(2)（α,Ｊ“[JoCUo＋JoCU,＋の2];γ）

＝Ａｌ２ｌ（α,Ｊ"CUC＋J似の,＋JoCUo＋JoCUl＋J"CU2；γ）

に属す。（7,53)，（7,57)，（7,63）ひきつづけて行って得られる変換

Ｚ/＝ＰＳ(ＤＣ)＋可

＝９s(ＤＣ)＋Ｐ(苑)、

＝９s(、)＋Ｐ（ＤＣ)［ｚ＋ｐ(ｒ，ご)］

＝ＰＳ(ｒ）＋Ｐ(ＤＣ）之十Ｐ(ｍ)Ｐ（Ｚ，Ｚ）

＝ｐ（〃，ｚ）

は、（７，１）を（７，３）に還元し、かつ、定理の主張する性質（ＰＣ)，'よ、（７，１）を（７，３）に還元し、かつ、定理の主張する性質（ＰＣ)，（Ｐ,)，（Ｐ２）をも

つ。

証明おわり。
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